Baccalauréat S Antilles-Guyane juin 2006

EXERCICE 1

1. Restitution organisée des connaissances

Soit a un réel strictement positif et f la fonction définie et dérivable sur I=]0;+oo[ par :
f(x) =In(ax) —In(x)

Alors L1 1
a
f,(x):___:___:()
ax X X X

Ainsi, f est constante sur ]0;+oo[, mais :
f)=Ina-Inl=Ina
Donc cette constante vautIna. D’ot :
Vxel, f(x)=Ina<In(ax)-Inx=Ina

C’est a dire :
Vxel, In(ax)=lnx+1lna

. Pour tous réels strictement positifsaet b :

1 1
In E) +In(b) zln(g x b) =In(1)=0
Donc 1
In|—|=-Inb
n(b) n(b)
De plus,
1 1
]n(%) :ln(a X E) =1n(a) +ln(5) =lna-Inb
. Ona
0,69<In2<0,70et1,09<In3<1,10
Donc
0,69+1,09<In2+In3<0,70+1,10 1,78 <In6 < 1,80
Ainsi

1
-1,80<-In6<-1,78 —-1,80 < ln(g) <-1,78

De plus, In8 =In(23) =31In2 donc
3x0,69<In8<3x%x0,702,07<In8<2,1

Et
-2,1<-In8<-2,07
Ainsi 3
1,09-2,1<In3-1In8<1,10-2,07 & —-1,01 <ln(§) <-0,97
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1. L'équation e?* —3e* — 4 = 0 admet dans R une solution (réponse b), car :

X=e"
2x X
- —4=
e 3e 0 < {X2—3X—4:O
- X=e
X=-louX=4

o ef=-loue*=4
< x=In4

2. Lexpression —e™* est toujours négative ( réponse b), car e™* est toujours positive.

. 2e*-1
3. lim

x—+oo e* +2

=2 (réponse c) car :

2e* -1 e*@2-1le™™ 2-1le’* . x
= = et lim e =0
et +2 ef(1+2e™*) 1+2e* X—+00

4. Léquation différentielle y =2y’ — 1 a pour ensemble de solutions x — ke2* —1avec k€ R (réponse c),
car:

=2y -1o 21 +1
y=2y y=3¥+3

EXERCICE 3
Partie A

Soit X une variable aléatoire continue qui suit une loi exponentielle de parametre A.
Alors : a
PX<a =f e Mdr=1-e
0
1. La probabilité P(X < 1) s’'interpréte comme étant I'aire sous la courbe de la densité comprise entre
les droites x =0, x=1et y =0.

2. Comme la densité de X est la fonction définie sur [0 ; +oco[, par f(¢) = Ae*, alors f(0) = A.
Donc sur le graphique, le parametre A est 'ordonnée du point de la courbe de f d’abscisse 0.

Partie B
On pose A =1,5.
1. PX<)=1-e Ml =1-e15%=0,777
2. P(X>22)=1-P(X<2)=e 12=¢3,
3. Comme P(1< X<2)=P(X<2)-P(X<1),alorsal03 pres:

PA<X<2)=e¥-e3=0,173

X
4. Calculons I'intégrale F(x) = f 1,5¢te~ 1! d¢t en utilisant une intégration par parties :
0

u/ — 1’5e—1,5t u= _e—1,5t
v=t v =1
Donc

X X

F(x) = [—te_l'St]O—f —e 1t ds
0

x 1 *

_ [_te—l,St]O_ _e—l,St]

1,5 0

—1,5x -1,5x 1

= —xe '——e '+ —

1,5 1,5

Mais lim xe*= lim e*=0, donc
X——00 X——00

. 1
E(X) = xkllle(X) = E
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Partie C

Une machine outil fabrique des cylindres. On mesure I’écart, en dixiéemes de millimetre, entre le diametre
des cylindres et la valeur de réglage de la machine.
On suppose que cet écart suit une loi exponentielle de parametre A = 1,5.

SiI'écart est inférieur a 1, le cylindre est accepté. Si I’écart est compris entre 1 et 2, on procede a une rec-
tification qui permet d’accepter le cylindre dans 80 % des cas. Si I'écart est supérieur a 2, le cylindre est
refusé.

1. On préleve au hasard un cylindre dans la production.

(a) Laprobabilité que le cylindre soit accepté est, 2 1073 pres :
p=PX<1+0,8xP1<X<K2)=0,777+0,8%x0,173 =0,915

(b) Sachant que le cylindre est accepté, la probabilité qu’il ait subi une rectification est :

0,8xP(1<X<2)
PX<1D+0,8xP(1K<XK2)

2. (a) Comme on préleve de maniere indépendante dix cylindres de la production, supposée suffisam-
ment importante pour assimiler ce tirage a un tirage successif avec remise, la probabilité que les
dix cylindres soient acceptés, est :

pIO

(b) Laprobabilité qu’au moins un cylindre soit refusé, est en utilisant 'événement contraire :

1 plo

EXERCICE 4
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

1. Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal (O; i, 7), on considere les points
— Ad'affixe a, aeR
— Bdaffixe b+i, beR
- Cimage de B dans la rotation de centre A et d’angle g

(@) Comme C estl’ image de B dans la rotation de centre A et d’'angle %, alors C a pour affixe:

ei%(b+i—a)+a = %(1+i\/§)(b—a+i)+a
= %(b—a—\/§+2a)+%i(\/§(b—a)+l)
= %(b+a—\/§)+%i(\/§(b—a)+l)

Pour que le point C appartienne al'axe (O; V), il faut et il suffit que la partie réelle de I'affixe deC
soit nulle, donc:

E b+a-v3|=0ob=V3-a
3 )

(b) Dans ce cas, 'affixe du point C est, en fonction de a :
1
Ei(\/g(\/g—a—a)Jrl) = (2—\@61)1

2. Dans cette question, on pose a = v/3 et b = 0. On considére les points C d’affixe ¢ = —i et D d’affixe

d=2+3-2iV3.
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(a) D’apres I'étude précédente, le triangle ABC est équilatéral carb=+v3-a=0etc= (2- \/§a) i=
—i

(b)

d—a _ 2+v3-2iV3-V3

c—-a -i—-v3
_21-iv3)
= s
_ 20-iv3)(=V3+i)
- 3+1
= 2i

Donc

" -a N
(AC;AD):arg(—C a):arg(gl)zz

Ainsi le triangle ACD est rectangle en A.

(c) Comme E est 'image de D dans la rotation de centre A et d’angle 7, alors son affixe est :

e = eig(d—a)-lra

1
= 5(1+i\/§)(2+\/§—zi\/§—\/§)+\/§
1 . .
- E(1+1\/§)(2—2n/§)+\/§
= (1+iv3)(1-1v3)+v3
= 1+3+V3=4+V3
(d) Comme F estl'image de D dans la translation de vecteur R, alors son affixe est :
f=2+V3-2iV3+(-i-V3) =2-i(1+2V3]
(e) Letriangle BEF est équilatéral, car :
2
BE? = |i—(4+\/§)|2:1+(4+\/§) —1+16+8vV3+3=20+8V3
BF? = |i—(2—i(1+2\/§))|2=|—2+2i(1+\/§)|2
2
- 4+4(1+\/§) ~20+8V3
EF? = |4+\/§—2+i(1+2\/§)|2=|2+\/§+i(1+2\/§)|2
2 2
(2+\/§) +(1+2\/§) ~20+8V3

A# Detl#E:il existe donc une unique similitude directe s transformant Aen D et I en E.

IE
Le rapport de la similitude s est —.

AD
Prenons OA=1.
. - ., (1) 5 V5
— Dans le triangle EDI rectangle en D, le théoréme de Pythagore s’écrit: [E-=1+|-| = n = IE= -
— Dans le triangle rectangle ABD, le théoréme de Pythagore s'écrit: AD? =22 +12 =5 = AD = /5.
V5
. IE o 1
Finalement — = — = —.
AD 5 2

1 b4
s est donc une similitude directe de rapport 3 et d’angle + 2
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Soit B’ = s(B).Ona (AB, IB’ ) = +g, donc B’ appartient a la perpendiculaire a la droite (AB) contenant I,
donc appartient a la demi-droite [ID).
De méme en prenant les deux points D et B et leurs images pars: (DB, EB’ ) = +g, donc B’ appartient a la
la perpendiculaire a (BD) contenant E.
Finalement B’appartient aux droites (BD) et(DE) et donc B’ = D.

Par hypothese C est le milieu de [BD], donc son image par s est le milieu du segment image [DE].

1. Soit Q le centre de s; on a par définition (ﬂ, Qi ) = g, donc le triangle AIQ rectangle en Q est inscrit
dans le cercle de diametre [AI];

De méme (@, Kﬁ) = g, donc le triangle DEQ rectangle en Q est inscrit dans le cercle de diametre
[DE].

2. J estle milieu de [OC], C le milieu de [BD] et (OC) est parallele a (AB), donc J est aussi le milieu de
[AD]. Son image]’ est le milieu du segment image [IE] et ((Tj, 9_]7) = g, or (I?j, 17]7) = —g. Conclu-
sion : H n’est pas le centre de la similitude s.

3. D’apres la question a. Q appartient aux cercles de diametres [AI] et [DE] ; ce n'est pas le point H, c’est
donc I'autre point commun aux deux cercles.

4. On sait que I'écriture d’une similitude directe est de la forme z' = az+ b avec (a; b) € C2. En prenant
les points A et D et leurs images I et E, on obtient le systeme :

Lo a+b N s+
2 = al-i)=—-t+ti<e=—=>a="—=-—
-1 = d-1+)+b 2 2-1 2
1 i 1 i
Puis par différence b=——+i——=—-—-+ —.
i 2 2 2 2
Lécriture complexe de s est donc :
L1011
z =—iz——+-i
2
D I X B
,/ ™ N
/
!
, J J
N\ %
N v
E () A
EXERCICE 5
Partie A

1. Figure associée :
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0gd

Ay u Ay Ay B, B
ol 2 4 6 8 10 12
2. On définit les suites (a;,) et (b;) des abscisses respectives des points A, et Bj,.
Or A;1, d’abscisse a1, estle barycentre des points pondérés (A,,2), avec A, d’abscisse a;, et (By, 1),
, avec B, d’abscisse b, donc, grace a la formule

2xxa,+1xxp,

xArHl =

2+1
,ona:
2a,+by,
n1 = ——
Et de méme que
a,+3b,
bt = ="
Partie B

1. On considere la suite (u,) définie, pour tout entier naturel n, par u, = b, — a,. Alors :

(@

Ups1 = bps1—apa
a,+3b, 2a,+b,

4 3
3a, +9b,—8a, —4b,
12
5b,—5ay,
12

5

= E(bn_an)
5

= —uy,

12

5

Donc la suite (uy,) est géométrique de raison 5.

(b) Ainsi, pour tout entier naturel n,
5\" 5\" 51\"
Up=|—| xup=|—| x(12-0)=12(—
4 (12) 0 (12) (12-0 (12)

5 n
(c) Comme —1< -3 <1,alors lim [—| =0, ainsi (u,) converge vers 0.
12 n—+oo |\ 12
Donc lorsque n tend vers +oo, les points A, et B, sont trés proches.

2. (a)
_2ap+by _2ap+tby—3an _bp—an, uy
nel == =g —an == = g = >0

Ainsi la suite (a,,) est croissante.

(b)
_ anp+3by _an+3by,—4b, an—by Up
bl’H—l_bn_ 4 bl’l_ 3 - 4 4

Ainsi la suite (b;;) est décroissante.

3. D’apresles trois points démontrés ((a;,) croissante, (b,,) décroissante, nliI}l b,—a,; = 0), alors les suites
—+00
(ay) et (by) sont adjacentes et donc convergent vers le méme réel ¢.

Partie C

2a,+Db a,+3b
Un+e1=3ay41+4by1 =3 n3 L n4 " =2a,+b,+a,+3b, =3a,+4b, = v,

Ainsi la suite (v;) est constante égale a vy = 3ag +4bg = 48.
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